Regrese a korelace



Regrese versus korelace

Regrese (regression)*
popisuje vztah = zavislost dvou a vice kvantitativnich
(popr. ordinalnich) proménnych formou funkcni zavislosti

Korelace (correlation)
meri tésnost vztahu = zavislosti mezi dvéma proménnymi

LiSi se chapani proménnych u obou metod?
Regrese:
Ize rozlisit, ktera promeénna zavisi na které (= pri¢innost)—
rozliSujeme nezavislou (independent; neni zatizena ,,chybou”) a
zavislou (dependent, response; prediktor, je zatizena chybou)

proménnou (var iable) (Pozn.: Ize resit i pripady, kdy obe promeéennée jsou zatizeny
chybou...)
Korelace:

nelze rozlisit proménné na zavislou a nezavislou

‘ * v uzsim slova smyslu \ (obé jsou zatizeny chybou)
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Graf zavislosti
(Scatter plot = x-y graf)

Vztah mezi poétem kvétl a celkovou biomasou rostliny
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Osa x = nezavisla promenna



Jednoducha regrese - linearni model

- nejjednodussi pripad regrese: ,jednoducha” = pouze 1 nezavisla

proménna; ,linearni“ = zavislost y na x vyjadrujeme primkou

Predpoklady linearni regrese:

1. homogennirozptyl: vsechna
Y maji stejnou rozptylenost

2. linearita: stredni hodnota y,

lezi na regresni primce

populace

nezavislost

4. proménna X je mérena bez
chyby (pokud ne, pak uzit
Model Il regrese™)

w

AY|X)

(a)

Obecné populace Y podle X

pY|X)

(b)

Nahodné veliCiny Y,,Y,,..,Y; jsou
nezavislé se stredni hodnotou
a+fx; a rozptylem ¢

Specialni forma populaci Y

uvazovanych pri jed. linearni regresi

EY)=a +#X




Jednoducha linearni regrese

. e (simple linear regression)
Obecny predpis

y;=a+0x; # Jak to VVpadéJE!Vle v populaci?

Nezévislé proménnd xje | p.=q+fx;+¢; ... chyba =rezidual

na horizontdlni ose x, .
. . (residuum)=odchylka
zavisla proménna y je na

vertikalni ose y. ocekavaného od skutecného 7

Jak ale nalézt primku, ktera bude ,,nejlépe” fitovat =
= prokladat nase data?
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Jak vybrat nejlepsi primku?

1) spocitat celkovy prumer
vsech hodnot y a vynést ho
do grafu I [

2) primka prochazi bodem ()_C,)_/) ; ‘\}
3) rotuj primku kolem bodu (2) #{ . - Pozitivni odchylka
pricemz SS,=SS;+SS; a musi ( :
byt splnéno

Negativni odchylka X

SS, =RSS =) (y, —y)* =min. d
i=1

. v/ Rezidualni odchylka
4) pak byla nalezena nejlepsi Y

mozna primka ‘e




Vypocet parametrl regresni rovnice

y=a+fx; — mmp y=a+bx  --»o0dhad®
(pracujeme s vybérem)

B (b) = regresni koeficient (smérnice primky, slope)
muze nabyvat vSech hodnot na realné ose
smérnice b = zména Y, ktera je zpusobena zménou X o jednotku

) 2=, )
Z(‘xi _)_6)2

a (a) = absolutni ¢len (prusecik s osou /H b

y; intercept) ~|__—"T s
- bod dany koordinatami (x, y) lezi

vidy na primce,

pak ad = )—/ _ bf o X

o | A




Jak blizko je odhadovana primka
skutecné regresni primce populace?
Odhad b je zatizen J 1

2
chybou (SE,; s,; , Z (. — )
standard error of b): n—

S
SE = L =
ta ma normalni JZ (x, — x)’ JZ (X, — X)’

rozdéleni

Jak ,,zlepsit” odhad b?

1. sniienimrozptylu Y e

2. zvysenimn

3. zvysenimrozptylu
X

(Wonnaco t& Wonnaco t 1993, str. 406)



Déeleni variability v regresi

Celkova variabilita celkova variabilita y;

promeénnéy je

—\2 ] I Y SR Y
SS707a1 = Z(J/i —-)) :
Tuto variabilitu Ize rozdélit o ;
s . s [
na variabilitu vysvetlenou c o
regresnim modelem: » pvariabilita P
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Testovat regresi? ProC? A co?

*a

i : nahodny vj?bér (n=5) z populace s /=0
S VU RN Y AN N SN NN (VN I PR £
_ " _

' (Leps 1996)



Testovani signifikance regrese

H,: b=0 [y, = a +&] Mame 2 moznosti:
H,: b#0 |y, = a+ B.x;+&] ANOVA a t-test

porovname obé diléi variability:
¢im mensi bude SS;rror , tim tésnéjsi bude vztah mezi skutecnymi
hodnotami a primkou

DFgee=1 # MS,, . = SO ki MS,, = OO krr

DF pp=n-2 1 n—2

alternativné:

je'li F ZFOL(I), 1, n-2
... zZamitame H,

je'li t 2 tOL(Z), n-2
... zamitame H,



Z\\

Jak ,uspésna" byla regrese?
Koeficient determinace (coefficient of determination)

A4

- udava (rozsah <0;1>, popr. *100 v % <0;100>), jaka c¢ast variability
zavisle promenné je vysvétlena regresnim modelem

. S\
r-=R" = %¢C
SSTOT
Y  yysoky R? Y stredniR2 v " nizky R?

- (a) {b) (c) (Leps 1996)



Linearni regrese - priklad

X

Priumér

o Ok~ WDN -

7.5299

Y=-24+397*X
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X
Analysis of Variance Section
Sum of Mean Prob
Source DF Squares Square F-Ratio Level
Slope 1 276.0143 276.0143 147.4885 0.0003

Error 4 7.485714 1.871429



Interpolace, extrapolace

Interpolace = stanoveni novych hodnot lezicich uvnitr rozmezi

sebranych dat

Extrapolace = stanoveni novych hodnot lezicich mimo rozmezi

sebranych dat

Linearni modely mohou
aproximovat nelinearni
zavislosti v omezeném ‘
rozsahu nezavislé proménné

X.

- interpolace uvnitr téchto
limitl bude akceptovatelna, i
kdyz mimo né (extrapolace)
nepopisuje skutecnhou

zavislost Y na X

skutecny funkcnivztah X aY
linearni model interpoluje dobre uvnitr sebranych dat

Interpolation | Extrapolation
|

Extrapolation

X

(Gotelli& Ellison 2004, str. 241)



Konfidencni a predikcni intervaly

Cilem regresni analyzy neni pouze predikce hodnoty zavisle proménné
na nezavislé proménné, ale i urceni presnosti takové predikce!

* Pro f: Y
b ﬂoc(Z),n—Z * SEb
* Pro stfedni hodnotu y; pfi v
daném x;:
konfidencniinterval sol-
(confidence bands)

e Pro individualni
(jednotlivé) hodnoty y;
pfi daném x;:
predikéni interval
(prediction intervals)

interval predpovedi
pro jednotlivé Y

\ = a + t} \

-~ interval spolehlivosti
pro stredni hodnotu Y




Diagnostické testy: kdy je pouziti
linearni regrese chybné?

Rezidualy y jako funkce jejich prislusného x
(graf residudlt = residual plot)

N - 7 | -
s & | dalsi regresor ) Heteroskedalita
9] L . / . 3
1igs w» T
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*g Uletle hodnoty -y, -5, ey 9,
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Homoskedalita Spatné specifikovan reg. model
Regrese Rezidualy Regrese Rezidualy



Neprimeéreny vliv 1 bodu muze
zcela zmeénit zavislost y na x,
pokud neni dodrzena podminka
zahrnuti celého (resp. vétsiho)
rozmezi proménneé x do
analyzy...

-~

X variable

(Gotelli& Ellison 2004)



Ty ulétlé hodnoty...

Your theory is wrongl

" B Bt



Role X a Y: zalezi které je ktere?

Model | regrese: jsou minimalizovany vertikalni odchylky
— jiny pohled: ,fitovana primka popisuje vztah mezi namérenymi
hodnotami X a ocekavanymi hodnotami Y“ — vysledny vztah je

podminény pouzitym souborem hodnot X

Model Il regrese: uvazujeme existenci chyby jak pro X, tak pro Y.
— lze vyuzit pouze tehdy, kdyz zaroven
(a) jedinou pricinou odchylek namérenych hodnot od primky je chyba
mereni (measurement error)
(b) tuto chybu lze presné rozdélit mezi X a Y proménnou
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(Grafen a Hails 2002, str. 43)



Jiné typy regresni analyzy 1.

Robustni regrese (robust regression):

- rezidualy se pocitaji ne pomoci ¢tverce (rozdil?), ale jako napt.
absolutni odchylky, ale existuje rada jinych typu (napr. M-
estimators, least-trimmed,...)

- méné nachylna na vliv ulétlych hodnot (zvl. jsou-li skutecneé)

- nelze pouzit klasického postupu, nutno uzit iteracni procedury pro
nalezeni parametru primky

Kvantilova regrese (quantile regression):

- minimalizuje odchylky od fitované regresni primky, ale
minimalizujici funkce je asymetricka — pozitivni a negativni
odchylky jsou vazeny rozdilné



Jiné typy regresni analyzy II.

Logisticka regrese (/ogistic regression):

- specialni forma regrese, kde proménna y je kategorialni (nejcaste;ji 2
kategorie, meéné casto vice)

- zavislost je vyjadrena tzv. S-krivkou, tedy logistickou krivkou, ktera
stoupa od jisté minimalni hodnoty (0 a vyssi) do maximalni asymptoty
(max.=1)

- vypocet parametru je provaden tzv. maximum likelihood approach
(princip maximalni verohodnosti)

elBO_l_lle L= e o0 e

— U.H =1

0.6 -

ek
_I_
Q
=
S
+
ASS
=

0.4 —

P (visitation)

3, = pravdépodobnost o2
flSpéChu 0/:1), kdy2 je x:O 0.0 00 2000 @ ® 0@ ® e @ ®

3,=urcuje, jak rychle bude 1

|
0 20 40 60 80

kfina Stoupat k hOanté P Leaf height (cm)
=1



Jiné typy regresni analyzy III.

Nelinedrni regrese (Non-linear regression)

- jde o typ regrese, kde regresni funkce neni linearni v parametrech
(a, B, ), tj. neni-li jejich linearni kombinaci

exponencialni

X
)/ — Clb rust

Vypocet parametru

y = ab™* exponencialni | T€8resni rovnice je slozity

pokles a provadi se
q tzv. iteracni procedurou
y logisticky (iteration)

:l_l_bcx rust



Mnohonasobna linearni regrese
(Multiple linear regression)

- studuje zavislost jedné zavislé proménné na 2 a vice
nezavislych proménnych

Yy j=05"; ﬂ]x1j+ Xy 183x3j+"' TE

parcialni regresni koeficienty (partial regression coefficients)

testuje se obecna hypotéza
F-testem: Y e

Hy: 5;=06,=.=0,=0

& e}
v pripadé zamitnuti H, se I I‘Iﬂi\/
testuji dilci parcialni }
koeficienty t-testem: _
Hy: 5,=0 pridod -
rovina: 2 nezavislé proménné

chyba e ¢ pozorovane Y

otekavané Y
= fo + B X, + B2 X>

X

® (X, X9)
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Nezavis

Jak vypada vystup
mnohonasobné regrese z PC?

Zavisla promeénna (Dependent v.). pocet pacibulek cesneku domaciho

Regression Equation Section

IndependentRegression Standard T-Value Prob Decision  Power
Variable Coefficient Error (Ho: B=0) Level (5%) (5%)
Intercept 12.54699 18.82904 0.6664 0.507279  AcceptHo 0.100829

mmmm) vySkarost 1017877 0.3341421 3.0462 0.003224 RejectHo  0.852213

s pOCet listt] -9.270854 4.083927  -2.2701 0.026155 RejectHo  0.610345 testovani
R-Squared 0.152349 o pa rcia'lnl'ch
Analysis of VVariance Section koef|C|entu

Sum of Mean Prob Power t-testem

Source DF Squares Square F-Ratio Level (5%)
Intercept 1 130227.8  130227.8
Model 2 8336.867 4168.434  6.5602 0.002398  0.898402

Error 73 46385.29 635.4149
Total 73 9472216  729.6288 ANOVA (F-tESt)

R-Squared 0.1523
AdjR-Squared 0.1291



Polynomicka regrese

(Polynomial regression)
- jedna se o zvlastni typ mnohonasobné regrese

- pouze jedna proménna X, ale v rovnici se vyskytuji jeji 1-n mocniny
y=a+b,x+b,x?+..+b x"+¢g
Kolik clenu pouzit?

Testujeme postupné b, stale vyssich mocnin na H,: b, =0 a podle
vysledku uréujeme pocet ¢lenu rovnice

eV /s e



Polynomicka regrese-

priklad:

Ktery je nejvhodnéjsi?

; Polynom 1. st.

f) -,

206 Ty
.+ . Vaha, v kilogramech

o Polynom3 st;- |

P . ( ? .,
&
,_ /
e ©
L o |
| ]
...l./ -
AT |
200 3 o0

b~ ‘ fe}

- Polynom 2. st.
' 50: -(b'),v ' » ‘

.z‘éom;% \;Ok(;m‘:"e :OO
Polynom 4 st.

()

Vidha, v kilogramach - (L‘e}ys“ 1995) ‘



Analyza kovariance (ANCOVA)

-, hybrid“ regrese a ANOVy
- uziva se v pripade, kdy v
analyze pomoci ANOVA
zohlednuji dodatec¢nou
kvantitativni proménnou
(kovariata) mérenou pro kazde
opakovani
- hypotéza je, ze také kovariata
prispiva k variabilité zavisle
promeénneé
Model:*

Yij= pu+Ai + Bi(xij- X) + &ij
Pokud ma kovariata vliv, pak
rezidualy budou vyrazné mensi a

test rozdili mezi zasahy bude
vyrazné silnéjsi

Mozné vysledky experimentti s ANCOVA desighem

Y (response variable)

e variable)

Y (respons

variable)

Y (response

L]
°
P g e e
°

Treatment: NS
Covariate: NS
Treatment X Covariate: NS

Treatment: P < 0.05
Covariate: NS
Treatment x Covariate: NS

Treatment: NS
Covariate: NS

Treatment x Covariate: P < 0.05

X (covariate)

*nejkomplexnéjsimodel, kdy kazda hladina faktoru A ma vlastni regresni pfimku

()

(F)

. ]
° /.
b
A
[ ]
5 N e
. Treatment: NS
Covariate: P < 0.05

Treatment X Covariate: NS

Treatment: P < 0.05
Covariate: P < 0.05
Treatment x Covariate: NS

Treatment: P < 0.05
Covariate: NS

Treatment x Covariate: P < 0.05

——

X (covariate)

(Gotelliet Ellison 2004, str. 334)



ANCOVA - priklad

Pr.: Lisi se pocet kvetl v kvetenstvi Cesneku domaciho mezi cytotypy (4x,
5x) s odstranénim vlivu poctu pacibulek (kovariata)?

Analysis of Variance Table
Source Sum of Mean Prob
Term DF Squares Square F-Ratio Level
X (pocet_pacibulek) 1 6554 .282 6554.282 86.72 0.000000*
A: Ploidie 1 761.285 761.285 10.07 0.001671*
S 282 21313.13 75.57848
Total (Adjusted) 284 28147.87
KVETU_CELKEM vs pocet_pacibulek
Total 285 - -
e 80.0+
* Term significant at alpha = 0.05 | Ploidie
- A 5
i © O 4
=
LLl
X
—
L
OI
D
|_
S
00 400 80.0 120.0
pocet_pacibulek




Kovariance (covariance)

- jednim Cislem vyjadruje vztah mezi dvéma (kvantitativnimi)
promennymi

- jeji hodnoty zavisi na jednotkach, ve kterych jsou méreny promeénné
(viz Citatel vzorce)

- teoreticky se pohybuje od -o= do + oo

D (%, = x)(y, - »)

n—1

COV =

Variance-covariance matrix: matice n x n proménnych (ctverec), kde
na uhlopricce lezi variance jednotlivych proménnych, a nad a pod
diagonalou lezi kovariance paru promennych x; a x;



Parametricka korelace (correlation)

- meri stupen neboli tésnost linearni zavislosti dvou
kvantitativnich proménnych

Pearsonuv korela¢ni koeficient
(correlation coefficient)

D=0y 1 Efx-x\y -y

FZJZ(xi—X)zz(y,-—y)z 150 s, K

- standardizovana kovariance

-nelze rozlisit zavislou a nezavislou proménnou (obé jsou zatizeny
chybou)

-parametricky vybérovy korelacni koeficient + je odhadem
parametrur

- je bezrozmérny, nabyva hodnot <-1;+1>

Predpoklad uziti: dvourozmérna normalni populace (!!!) >




Dvourozmerné normalni rozdéleni

(a) (D)

flY, & Y.)
(Quinn & Keough 2002, str. 73)
Dvourozmeérné normalni Dvourozmeérné normalni
rozdéleni pro dve rozdéleni pro dvé proménné
proménné Y, aY,, které Y, aY, které jsousilné

jsou slabé korelované. pozitivné korelované.



Jaky vyznam ma korelacni
koeﬁuent?

(A) r>0 ...pozitivni korelace | o

- stoupa X, stoupa Y - [P |
(obrdcené je to zcela totozné) | . | y,
((B) r=1 ... Gplna pozitivni 2 r=060 0 0 -7 | r=1.00
(deterministicka) korelace) I — I
(C) r<0 ... negativni korelace .., = =080 r=-1.00
- stoupa X, klesa Y c . 5 ﬂ‘
(= stoupd Y, klesd X)
((D) r=-1 ... uplna negativni |
(deterministicka) korelace) .. = ALE POZOR Il *
(E) r=0 ... nulova korelace ' - ".|." - \
(proménné jsou E _-1,3 Sy el ‘

nekorelované)
- neni linedrni vztah mezi | - T
promeénnymi r=0.00 r=0.00



rje odhadem: je nutno ho
testovat !

H,: r=0
H,: r#0
r 1—r°
[= kde S, =
\) n—2

= standardni chyba
korelacniho koeficientu

je-li| 4 > l4(2),n-2 -+ ZamMitame H,



A co kdyz nemam spinénu
podminku pro uziti param.
korelace?

Spearmanuv poradovy koeficient korelace
(Spearman rank correlation coefficient)
n
2
6.4,
=l

n3 — N

-pracujeme s poradim

- nevyzaduje dvourozmérné normalni rozdéleni
-interpretace jako u parametrického r

kde d? = rozdil poradi mezi x; a y;

ro=1

S

- testovani se provadi porovnanim s kritickymi hodnotami na
zvolené hladiné vyznamnosti pri prislusné velikosti souboru
(v tabulkach)



Parcialni korelace
(Parcial correlation)

-vyjadruje tésnost zavislosti dvou proménnych za
predpokladu, ze dalSi proménna (proménné) se nemeéni

- umoznuje odfiltrovat interakce

-maji uzkou souvislost s parcialnimi regresnimi koeficienty



